DIAGONALISATION

Rappel : Lien entre matrice et application linéaire

e Toute application linéaire f : E — F admet une matrice dans n’importe quelles bases
B de E et G de F. (On la note Mpg(f).)

Dans le cas d’'un endomorphisme, on utilise généralement la méme base au départ et a
larrivée. Dans la base B, on note alors Mp(f). La matrice est alors carrée.

e A partir de toute matrice M € M, (K), en choisissant E et F' des K-espaces vectoriels
de dimensions respectives m et n ainsi que des bases respectives B5,G de E et G, on peut
construire une unique application linéaire f : E — F de matrice M dans les bases en
question en définissant :

" f(B)”
f1) oo fbm)
g1 mi mim
Mgp(f)=M= G :
gn Mp1  --- Mnpm

En particulier, si M € M,,(K) est une matrice carrée, elle peut étre considérée comme la
matrice d’'un endomorphisme de E de dimension n.

1 Valeur propre et vecteur propre

Dans tout ce chapitre, on considérera F un espace vectoriel sur K(= R ou C) de dimension
n, B une base de E et f € L(E) un endomorphisme de E.

# Notation :
‘ Si B est une base de E, pour simplifier les notations, on notera souvent Mg au lieu
de Mp(f).

I'-l Valeur propre d'un endomorphisme

Commentaires :
Les matrices les plus pratiques a utiliser, tant dans le calcul du rang que le calcul
des puissances sont les matrices triangulaires, voir méme mieuz, les matrices dia-
gonales. Le but de ce chapitre est déterminer, si possible, une base dans laquelle la
matrice de ’endomorphisme sera diagonale (ou du moins "la plus diagonale pos-
sible”)

<} Remarque :

On cherche & "annuler" une bonne partie des coefficients non diagonaux. Or, si on
note B = (eq,...,e,), on obtient I’équivalence suivante :

fle:)

0

MB(f) = €; = f(ez) = \e;

. oyO- -

[¢]

Le but est donc de trouver un maximum de vecteurs non nuls linéairement indépen-
dants tels que f(v) et v soient colinéaires (i.e. il existe A € K tel que f(v) = \v.)

g’ Définition

On dit que A € K est une valeur propre (vap) de ’endomorphisme f §’il existe v # 0
tel que f(v) = Av. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé
spectre de f et noté Sp(f).

m Exemples :
Supposons n = 2 et ={e1, ea} une base de E;

1m SiMg(f)= (g 11), alors 2 est valeur propre car

fler)=2e;

2m  SiMg(f)= (} }), alors 0 est valeur propre car

f(€2—€1)26:0>< (e2 —e1)
——
£0

.2  Vecteurs propres et espaces propres d'un endomor-

o phisme

W( Définition

Si A € K est une valeur propre de ’endomorphisme f, on appelle v un vecteur propre
(vep) de la valeur propre A tout vecteur v non nul tel que f(v) = Av. L’ensemble
E\(f)={v e FE|f(v) = v} s’appelle l'espace propre associé a la valeur propre .

— Diagonalisation —



m Exemples :
Supposons n = 2 et ={ey, ea} une base de E;

3m &N@U):(é

_1>, alors e # 0 est vecteur propre de valeur propre 2 car

f(el) = 261
4m SiMg(f)= G }), alors v = es — e; # 0 et vecteur propre de valeur propre
0 car
flv)=0=0xw
Remarques :

1) X est une valeur propre de f si et seulement si Ex(f) # {0g}.
(c’est la définition d’une valeur propre.)

2) O € Ex(f). Les vecteurs propres de vap A sont les éléments non nuls de Ey(f).

3) | E)\ =ker (f — AId), |ce qui entraine immédiatement que F) est un K-e.v. et qu'un

vecteur propre n’est pas unique! (Par exemple, si v est un vecteur propre de
A, tout aw, avec o € K est un vecteur propre de \.)
4) Si v doit étre non nul, il se peut par contre que A = 0. Dans ce cas, on a

Eo(f) = ker f.

5) Les valeurs propres et les vecteurs propres ne dépendent pas d’une base.

Notation : S’il n’y a pas de confusion possible, on notera E) au lieu de E)\(f).

1.3  Stratégies de calcul des valeurs propres d'un endomor-
m phisme

Tout repose sur les équivalences suivantes :

Pro priété 1 fondamentale

E) # {0g}

ker (f — Md) # {05}

f — AId est non injective
f — Ald est non surjevtive
rg(f—Ad)<n=dimFE

A est une valeur propre

11eey

Application : Cette propriété permet de déterminer plusieurs méthodes pour trouver
I’ensemble des valeurs propres de f.

Méthode 1 : On détermine I'ensemble des valeurs ) telles que rg (f — A\l d) < n.

Ceci se fait généralement a I’aide d’une matrice de f dans une base.

m Exemple 5
Supposons que E soit de dimension 3. Soit f un endomorphisme de FE de matrice

1 2 1
M=|(2 4 -2/ dans une base B. Alors, rg (f — AId) = rg(M — \I3). Or,
3 6 =5 1-X 2 1

M-)Mz=| 2 4-x -2
3 6 —5-2X\

"Sans se poser de questions” : faire un pivot de Gauss pour arriver ¢ une matrice tri-
angulaire. 11 faut néanmoins choisir stratégiquement ses pivots, mais attention, toujours

non nuls!
=X 2
M=l = 2 4-X 2
3 6 —-5—A
on annule les coeff : Ly < Lo +2Ly; Lz <+ L3+ (5+ ALy
1—A 2 1
~ 4 — 2\ 88—\ 0

A2 —4X+8 16+2) 0
Le nouveau pivot devrait étre en C'2; L2, mais 1’expression peut s’annuler.

A ce stade 14, on a donc deux possibilités :

* continuité de la méthode : "je ne me pose pas de questions” :

On prend comme pivot la quantité 8 — A (coeflicient du milieu). Néanmoins, il faut s’as-
surer qu’il est non nul. Il faut donc séparer les cas :

SiA=28:
-7 2 1 -7 2 1
M—-Xs3~|-12 0 0]~ -8 32 0
—-88 32 0 -12 0 O

c’est une matrice de rang 3. A = 8 n’est donc pas valeur propre.

Si A # 8 : on choisit comme pivot 8 — A :
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1—-A 2 1

M~ X3 ~ 4—2)\ 8—X| 0
A2 —4X+8 16+2)\ 0
opération : Lg < (8 = A\)L3 — (16 + 2)\) Lo
1—X 2 1
~ [4-2x |8=X]| 0O
A 0 0
ot A = (8=A)(=A2—4X+8) — (16 +2)\)(4 — 2))
= MAAN(—8+4+4)+N—4x8-8+2x16+2x4)+8 —4x16
=0 =—16 =0

= M _16A=AA2—16) =| AA—4)(A +4)

Ainsi

Sp(f) = {O’ _474}'

* ou bien "je me débarrasse du probléeme de pivot nul” :

A partir de ( 4 Zon s 2 é), on retire les A du coefficient diagonal : Ly < 2Ls +
—A2 _4x+4+8 16+4+2x 0
L
1—A 2 1 1—A 2 1
M— X35 ~ 2(4—2)) — A2 —4X+38 32 0] =[-X—-8x+16 32 0
A2 —4X+38 164+2X 0 “A2—4X+8 164+2)X 0
On simplifie la deuxiéme colonne par 2
1—A 1 1
~ | -A-8x+16 16 0 puis Ls: 16L3 — (8 + A\)Ls
A —4X+8 8+AX 0
1—X 1 1
~ —A2—8\+16 16 0
A 0 0

ot A =16(—A% —4X+8) — (8 + A)(—=A? — 8\ + 16)
=16(—A* —4X+8) — (= A* + A?(—8 —8) + A( —8.8 + 16 ) + 8.16)
N—— N—_——
—16 —64+16=—48
= A+ A2(=164+16) + A(—4.16 +48) = A3 — 16\ = A(A\2 —16) =| A(\ —4)(A +4)
N ——’
—16

Ainsi

Sp(f) = {07 _47 4}

Avantage : avec ces méthodes, on obtient toujours une équation & résoudre.
Inconvénient : il n’est pas toujours simple de la résoudre ...

Tenter de mettre en valeur par de simples combinaisons de lignes ou de colonnes
une colonne ou une ligne entiére ayant des coefficients proportionnels.

1—XA 2 1 4- )\
M—\5 = 24—\ =2 ~ 4—) 4
A | OO Ca Oy | \ A

on annule les coefficients de la premiére colonne :
LQ—)LQ—Ll L3—>L3—L1

4—- ) 2 1
0 2—-A -3

0 62

pas de simplification évidente, alors on revient au pivot de Gauss
on place sur la diagonale un élément non nul de maniére certaine, on échan
4—-X 2 1

M=\ ~ 0 6\

0 2—-A -3

et c’est parti pour le pivot! Ly — 4Ls — (2 — A) Lo

4—X 2 1

A2 6 4—X 2 1

M—);5 ~ 0 0 =3x4—(2-N(-6-X)]" 8 g ;<6A_+A4)
—A2—4)

On trouve de méme que

Sp(f) = {07 —4, 4}

Avantage : Au final le polynome dont il faut trouver les racines n’est ici "que” de degré 2
au liew d’étre de degré 3 dans l’autre méthode...

Inconvénient : Il n’est pas toujours évident de trouver des combinaisons simples a effec-
tuer, mais il peut valoir la peine de prendre quelques minutes pour y réfiéchir. Surtout si
la matrice est de grande taille.
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Méthode 2 : par résolution de systéme : "recherche" de ker (f — A\Id) :

On se place dans une base B, dans laquelle on dispose de la matrice M de f. On pose

x
v= |y | .On cherche les X pour lesquels 0 n’est pas la seule solution du systéme.
%) B
1 2 1
Par exemple, toujours pour M = Mg(f)=[2 4 —2|. Alors
3 6 -5

(1—A)a:—|—2y—|—=0

2+ (4—ANy—22=0
3x+6y—(5+XN)z=0

(f = Md)(v) =0

1-=XNzx+2y+2=0

B+GB+N1=XN)z+(6+25+A)y=0 L3+ L+ (5+ )Ly

1-XNz+2y+2=0
& (@d-2)z+8-Ny=0
(8—4X— Az + (164+2\)y =0

Recherche d’un pivot non nul : Ly < 2Ly + L3
1-XNz+2y+2=0
& (=A2 -8\ +16)x+| 32 y=0
(8 —4X— Az + (16 +2\)y =0

1-=Nzx+2y+2=0
& (A2 —=8A +16)x + 32y =0
Ax =0 L3+ 16L3 — (8+/\)L2

ot A=16(—A% —4X+8) — (8 + A\)(=A2 =8\ +16) = A(A —4)(A + 4)

Le systéme admet une unique solution si et seulement si A = A\(A —4)(A+4) #0. On a
donc

Avap © A €ker (f — Ad) & | A e{0,—4,4}

Avantage : Méthode efficace a tous les coups. (Méthode trés similaire au pivot de Gauss
dans la matrice M — AId.) Permet de calculer ensuite rapidement les espaces propres...
Inconvénient : Pas trés esthétique et un peu rébarbatif. De plus, comme dans la méthode
du pivot de Gauss, l’équation a résoudre n’est pas toujours trés simple.

g4  Stratégies de calcul des espaces propres d'un endomor-
O phisme

Pour trouver les espaces propres de 1’endomorphisme f :
On résoud (f — A)(v) =0, ou A € Sp(f)

Ici encore, plusieurs stratégies possibles qui dépendent principalement de la méthode uti-
lisée pour trouver les vap. :

. Si on a déterminé les valeurs propres a I'aide du rang de la matrice :

on peut

- Résoudre M X = AX pour chaque valeur propre (ot M = M(f).) (long!)

- Pour ne pas avoir a refaire intégralement l’ensemble des calculs pour chaque valeur
propre :
on note S la matrice la plus simple obtenue a partir des simplifications par lignes uni-
quement a partir de la matrice M (f) — AId. On pourra alors résoudre plutdt SX =0
au lieu de (M (f) — M[d)X =0.

° Si on a utilisé la deuxiéme méthode pour déterminer les valeurs propres :

11 suffit de résoudre le systéme restant pour les valeurs propres trouvées.

m Exemple 6
Les espaces propres de |'endomorphisme dans I'exemple précédent sont :

1 1 1
E_4 =Vect | -1 Ey = Vect | —1/2 E;=Vect |1
-3 0 1

Voyons ceci par deux des stratégies proposées.

La matrice la plus simple que nous avons obtenue par manipulation de lignes & partir de
M — XId (matrice appelée réduite de Gauss) est

1—-A 2 1
M—-M~S=[-X-8\+16 32 0
A2 —4X+8 16+2X 0

Le systéme a résoudre est donc

I-=Nzx+2y+2=0
S={(-A2—8\+16)z+32y =0
(A2 —4X+8)x+ (16 +2\)y =0
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pour chacun des A € Sp(f) = {0, —4,4}.

* SiA=0:
2 =0
vyt r+2y+2=0 z=0
S=¢16x+32y=0 49 0 = 49 0
X - xT =
8z + 16y = 0 Y Y
1
D’ou Ey = Vect | —1/2
0
* Sid=4:
—3r+2y+2=0
S=1{-320+32y=0 <:>{ R <:>{m :
=y xT=y
—24x +24y =0
1
D’ou E4 = Vect | 1
1
* Demémesi A\=—4...
x
Rappelons quesiv= |y | ,ona
z

B

1-Nz+2y+2=0
(F=AMd)(v) =0 < (-A2—8\+16)z+32y=0
AN —4)A+4)z =0

Ainsi, si A € Sp(f) = {0;—4;4}, la derniére ligne s’annule et le systéme se résoud sim-
plement.

-3 2 =0 — =0
x Sid=d:  (f—Md)(v)=0 O & T
—32z + 32y =0 r=y
1
D’ou Ey = Vect | 1
1
5x + 2 =0 3 =0
w Sid=—4:  (f=AMd()=0 T oY+ 2 o {0rTE
322+ 32y =0 T=—y
1
Dou E_4 = Vect | —1
-3

Si seules les dimensions de 1l’espace propre nous intéressent

Il se peut que I’énoncé ne nécessite pas le calcul exact de ’espace propre associé a la vap
A, mais seulement la connaissance de la dimension de E\. Dans ce cas, notons que

dim Fy = dimker (f — AMd) =n —rg(f — Ad)

Si on a utilisé la méthode 1 pour trouver les valeurs propres, ce rang est obtenu directe-
ment sur la matrice réduite de M — AId.

m Exemple 7

1 2 1 4—-X 2 1
Avec M =2 4 -2, on a trouvé une réduite : 0 4 —6-X
3 6 -5 0 0 —A(\+4)
Pour la valeur propre 4, on a donc
0 2 1
rg(M —4Id)=rg |0 4 —10| =2
D’ou 00 0

dmE, =3-2=1

Remarque : Dans le cas de cette matrice, on aurait pu trouver les dimensions
associées d’'une maniére encore plus rapide. C’est ce que nous verrons entre autres
par la suite.

Valeurs propres d'une matrice

I-5
0
7

Définition

Soit M € M,,(K) une matrice carrée. On appelle A une valeur propre de M s’il
existe un vecteur X € K" non nul tel que MX = AX. On note Sp(M) et on
appelle spectre de M 1'ensemble des valeurs propres de M.

# Définition

Si A est une valeur propre de M, alors on note Ey(M) ={X e K" | M X = X} et
on appelle vecteur propre de valeur propre A de M n’importe quel élément non nul
de E\(M). On appelle E)(M) Vespace propre de la valeur propre A.

m Exemple 8

2 -1
Avec M = (O 1

valeur propre 2 de la matrice M.

) et V = (é), on a MV =2V et donc V est vecteur propre de
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f Remarque : Démonstration :

Les vecteurs propres de matrice sont toujours des éléments de 'espace vectoriel K™ Quitte & ce que les coefficients * ci-dessous soient nuls ou & tansposer la matrice,
‘ (et non des polynomes ou autre. . .) on ne perd rien a supposer qu’elle est triangulaire supérieure. On pose
Propriété 2
|0
Si f: E — E est un endomorphisme associé a M tel que M = Mp(f), alors .
m X est un vecteur propre de M de vap A si et seulement si le vecteur v de 0 ... 0 A,

données X lab t d . . .
TSI A€ GRS 1) 92155 15 G (07 VEGHETE Beis 6y (B VD & A est une valeur propre de M si et seulement si rg (M — Ald) < n. Or D — \ld =

® )\ est une valeur propre de M si et seulement si c’est une valeur propre de A=A\ k.. %

v i est de rang < n si et seulement si I'un des coeff

Démonstration : . ‘ . qui est de rang < n si et seulement si I'un des coeffi-
*

ei) Soit X un vecteur de K" et v = Xp. Alors (') 0' IV

X est un vecteur propre de M <= MX =)\X . . , o . S .
: cients diagonaux s’annule, autrement dit, si et seulement si A € {A1,...,\,}, d’ou
— Mg(f)X =XX So(T) — {/\ M} O
= flv)=M P(T) = {Aes- s A
<= v est un vecteur propre de f de vap .
e ii)  C’est une conséquence directe de 7). [J Corollaire n-2
m Exemple 9 : Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Supposons donné 'endomorphisme u : Ry[X] — Ry[X]; P — X P’ — 2P. Dans la

base canonique B = (1, X, X?) de Ry[X], on obtient la matrice de u suivante : Démonstration :

Deux matrices semblables sont deux matrices d’'un méme endomorphisme expri-

-2 0 0 mées dans deux bases différentes. [
M=Mgu)y=10 -1 0
0 0 O

) . . ) Corollaire n°z
On observe également directement sur la matrice que v1 = 1,v, = X, v3 = X* sont

trois vep de endomorphisme v (de vap. resp. —2, —1,0). En posant alors Si M est semblable a une matrice triangulaire ou diagonale T, alors Sp(M) est
constitué de tous les les coefficients diagonaux de M.

Vi = Mp(v;)
Démonstration :
on obtient V3 = (1,0,0), V2 = (0,1,0), V3 = (0,0,1) et on peut (directement par

ot , . Le spectre d’une matrice triangulaire ou diagonale est constitué de I’ensemble de
calcul matriciel) observer qu’en effet, V1, V2, V3 sont vecteurs propres de la matrice

tous ses coefficients diagonaux et, d’aprés le corollaire précédent, Sp(M) = Sp(T).

(resp. associés aux valeurs propres —2, —1,0). 0
Moralité de la propriété : parler de valeur propre ("et vecteur propre") d’une ma- Remarque :
trice ou de ’endomorphisme associé est exactement la méme chose. Les mémes propriétés Pour un méme vecteur propre v € E d'un endomorphisme u, en écrivant les matrices
) 3 )
s’appliquent. M et M' dans 2 bases différentes (i.e. M et M’ semblables), les vecteurs propres de
Corollaire n°i M et M’ associés & v sont reliés :

L’ensemble des valeurs propres d’une matrice triangulaire est l’ensemble de tous les
coefficients diagonaux.
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Propriété 3

Soient M, M’ € M,,(K) deux matrices semblables, A € K et X € K". Alors,

MX =)XX & MX =)\X

ot X' = P71X,si M’ = P~'MP. (ce qui correspond au changement de base.)

m Exemple 10

Soit B = (e1, e2) la base canonique de R2. On pose le changement de base

P = My(B) = G ;) pour lequel P~ = M (B) = (_21 ‘11) .

0 0 -3 -3

SiM:(S 0>,onaM’=P—1MP=(6 6)

Vecteur propres de M :

V= <(1)> , Vo= ((1)> (vap resp. 3,0)

D’ou les vecteurs propres de M’ :

ver= (27 (0)-(2) v (A DO -(3)

ou V;, Vi' sont donc les 2 écritures différentes de e; dans les bases B et B’ :

Vi = Mg(e1), V{ = Mgi(e1), Vo= Mp(e2), Vy = Mys(e2)

Oon peut notamment vérifier que

MV, =3Vy, MV, =0Va, M'V] =3V, M4V, =0V,

11 Diagonalisation

II-1

Définitions

Définition

Soit f un endomorphisme (resp. M € M, (K) une matrice carrée). On dit que f
(resp. M) est diagonalisable si elle admet (resp. si elle est semblable a) une matrice
diagonale.

Rappel : Deux matrices semblables sont deux matrices d’un méme endomorphisme
dans deux bases différentes.

Corollaire

Supposons que M soit la matrice associée a f € L(E) dans une base B.
M est diagonalisable < il existe D diagonale telle que M et D soient
deuz matrices d’un méme endomorphisme
< il existe une base B’ t.q. Mp/(f) soit diagonale.
& f est diagonalisable.

f Remarque :

De cette propriété, on déduit le langage (un peu abusif) pour une matrice M d’étre
"diagonalisable dans une base B'".

-2 Nombre de valeurs propres / dimension des espaces
m  propres

Théoréme 4

Soient A1,...,Aq des valeurs propres deux a deux distinctes d’un endomor-
phisme f, et vy,...,vq des vecteurs propres (non nuls) de valeurs propres respectives
A,y ...y Ag, alors la famille {vy, ... ,vq} est libre.

Démonstration :

(Par récurrence sur d.)

Soit Hy : ( Si A1,...Ag sont des valeurs propres deux a deux distinctes d’un endo-
morphisme, toute famille (vy,...v4) de vecteus propres associés est libre. )

* Initialisation : triviale d = 1. (Une famille d’un élément non nul est libre.)

*x Hérédité : Supposons H,_1 vraie pour d € N* et montrons que Hy est vraie.
Supposons qu’il existe aq,...,aq € K tels que ayvy + ...+ agvg = 0.

Par application de f, on obtient

a1 + ...+ agug = 0
a1 A1V + .. agAgvg
Pour Ly — A1 L1, on obtient

ﬂ_}()\_) — )\] )I,'g + ...+ (]’,](/\,/ - )\] )I,',] =0

—

Par hypothése de récurrence, comme les \; sont deux a deux distincts, on trouve
ay = ... = ag = 0. Le cas a; s’en déduit en réinjectant les résultats dans la
premiére ligne. [J
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Corollaire Démonstration :

. . . . Notons v1,...,Vs, , Vg 41y, Vgoy o v vy v st
Soit f € L(E), (resp.- M € M,,(K)) ou E est un espace vectoriel de dimension n. ARGAALANGE L i o
dans Ey, dans Ey, dans EA]
= f (resp. M) admet au mazimum n valeurs propres distinctes. Montrons que (v, ...,vs,) est une famille libre par récurrence sur d € N* :
m Si f (resp. M) admet n valeurs propres distinctes, alors f (resp. M) est
diagonalisable. * Initialisation : Si d = 1, la famille (vy,...,vs,) est libre par hypothése.
Démonstration : o R o . .
* Hérédité : De d —1 a d. Supposons la propriété vraie pour d —1 € N* et montrons
m Supposons que f (ou M) admette d valeurs propres distinctes Aq,..., \g. Il existe qu’elle est vraie pour d.
alors d vecteurs propres vq, ..., vq de valeurs propres respectives Aq,..., Aqy. La pro- On pose ay, ..., as, € K tels que
priété nous indique que la famille {U—l, e Ud} est libre. Ainsi,
. v+ .., Us, =0 (%1)
d= (:ard{m S ,vd} <dmFE=n
o » on applique f et on obtient
m On note {vy,...,v,} une famille de vecteurs propres associés aux n valeurs propres

distinctes. D’aprés la propriété précédente, la famille est libre de cardinal n = dim F.
C’est donc une base. Dans cette base, f (resp. M) est diagonale ... par construction !

O
f Remarque On fait (x2) — Ag(*1) et on obtient

Si le nombre de valeurs propres distinctes est différent de n = card E, on ne peut
rien dire a priori, mais rien n’est déséspéré...!

QAU F o F g MU, e sy 1 AdUsy 1 e s Agus, =0 (2)

vap A\ vap Aq

(J(l()\l — )\d)vl + ...+ (qul()\l — Ad)'l"'sl +.. .+(l’s{]72+1(Ad,1 — Ad)’l,’SdiQJrl + ...+ (Jcs‘l()\dfl -

vap A1 vap Ag

m Exemple 11 : Par HR, on obtient la liberté de (vy,...,vs, ,), d’oti, comme les \; sont 2 a 2

1 0 0 distincts,

Matrice diagonalisable : {0 1 0] (car déja diagonale) aty.y g, , =0
0 0 2
Il reste
sy 1+1Vsy 141+ ...+ ag,vs, =0
m Exemple 12 i i
a 0 0 mais la famille (vs, ,41,...0s,) étant une famille libre, les a; restant sont tous nuls.

Matrice non diagonalisable : M = [0 a 1 ) o S
00 a * En conclusion, la famille (vy,...,vs,) est une famille libre.

On a trivialement Sp(M) = {a}. Ainsi, si M était diagonalisable, on aurait M est -

semblable & a Id, d’ot ’existence de P inversible telle que

On en déduit le théoréeme suivant :
M =PaldP ' =aPP ' =0ald

Or M # ald, d’ou la contradiction.

Théoréeme 5 de Juzxtaposition des bases 1 :

Supposons donné :
- A1,y-.., Ag € K des valeurs propres 2 ¢ 2 distinctes de f (resp. M)

- Bi,...,Bq des familles libres respectivement dans Ey,, ..., Ey,

Alors By U...U By est libre.
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Théoréme 6 de Jjuxtaposition des bases 2 :

Supposons donné :

Alors

De plus,

A, .., Ag € K des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f (resp. M)
Bi,...,Bq des familles libres respectivement dans Ey,, ..., E\,
card(B1) + ... + card(Bg) > n

card(B1) + ...+ card(Bg) =n
B=B;U...UB, est une base de E
f (resp. M) est diagonalisable dans la base B.

B; est finalement une base de Ey, (i.e. card(B;) = dim E},)
il n’existe pas d’autre valeur propre de f (resp. M.)

Démonstration :

démontré uniquement pour le cas de f, le cas de M étant une conséquence immeé-
diate.

° card(By) + ...+ card(By) =n :

D’aprés le théoréeme précédent, B est une famille libre. On a de plus,

card(B) = card(By) + ...+ card(By) > n

Or, une famille libre ne peut pas avoir plus de n éléments, d’ou card(By) + ... +
card(By) = n.

° BB est une base de I :
C’est une famille libre avec n = dim E éléments, donc c’est une base de F.

° f est diagonalisable dans B :
C’est immeédiat, car dans la base B qui est un ensemble de vecteurs propres, la
matrice de f est diagonale.

° B; est une base de E}, :
On sait que B; C E), et card(B;) < dim Ey, pour tout i =1,...,d.

'l existe k tel que card(By) < dim Ey,, (quitte a réorganiser le vap, on peut
supposer que k = d, alors il existe une base ), de E\, de cardinal

card(By,) > card(Bg).

Par le théoréme précédent, la famille (B, ..., B4_1,B}) est libre, mais

card(By) + ... + card(Bg_1) + card(B})) > card(B;) + ...+ card(By) = n

ce qui est donc impossible car une famille libre ne peut avoir plus de n éléments.
Ainsi, on a bien card(B;) = dim E, pour tout i et la famille est alors bien une
base de Ej,.

° Il n'existe pas d'autre vap :

S’il existait une valeur propre supplémentaire, cela reviendrait encore une fois a
rajouter une famille libre a la famille B déja existante, le tout étant alors encore
libre par le théoréme précédent, ce qui est impossible. [

? Exercice 1
-

1
Montrer que la matrice | 0
0

o = O

0
1| est diagonalisable.
2

Solution

Notons B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et M la matrice de ’énoncé. M est trian-
gulaire, on sait donc que ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux :

Sp(M) = {1,2}

On observe immédiatement que e, es sont des vecteurs propres de M de valeur propre 1.
On pose B1 = (e1,e2) et on a alors

B1 C E; une famille libre.

De plus, on sait qu’il existe au moins un vecteur propre v dans Es. On note alors Bs = {v}.
On a
Ba C Es.

D’apreés le théoréme de juxtaposition des bases, on sait alors que B = (e1,e2,v) est une
famille libre dans R?® de cardinal > 3. C’est donc une base de vecteurs propres de R? et la
matrice M est bien diagonalisable.

L

et dans les deux sens finalement, si on est certain d’avoir tout le spectre :

Théoréme 7

On se donne un endomorphisme f € L(E) (resp. une matrice M € M, (K)) On
note n = dim E et A\1,..., g € K Uensemble des valeurs propres distinctes de f
(resp. M ). Alors

f (resp. M) est diagonalisable <= dimEy, +...+dimE), >n
— dimFE), +...+dimE), =n

Démonstration :

On démontrera ceci dans le cadre de I'application f. Il ne reste que le premier =
a démontrer par rapport au carollaire précédent.

Comme f est diagonalisable, alors il existe une base B = (vy,...,v,) dans laquelle
la matrice M de f est diagonale. c’est-a-dire que chacun des éléments de la base
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est un vecteur propre. Quitte a réorganiser les vecteurs, on peut supposer qu’on a

Uly vy UsyyUsgbly ey UsgyevesUsy qs---Un
———
vap A1 vap s vap Ag
ie. v,...,0s; € Bx;, Vsy41,---3Vsy € BNy Vsy 1,...0n € By,.
d’ou

Vect(vi,...,vs,) C Ex,, Vect(vs,11,...,0s,) C Ex,, Vect(vs, [ +15--+,Usy)

Comme toute sous-famille d’'une base est une famille libre, on trouve
s1 <dimEy,, so—s1 <dim Ey,, Sd—1—58d—2 KdimEy, , n—sq_1 <dimFE),

d’ou

n=s1+(s2—s1)+...+(n—s4-1) <dimE), +... +dim E),

H.-3 Diagonalisabilité sur R ou C7?

? Exercice 2
'K/Iontrer que si M € M,,(R) admet une valeur propre complexe non réelle, alors elle
ne peut pas étre semblable & une matrice diagonale réelle.

Solution

Supposons que A € C — R soit une valeur propre de M. D’aprés une propriété précédente,
quelquesoit la matrice diagonale en question, I’ensemble des valeurs propres figurent toutes
sur la diagonale. L’une d’entre elle étant complexe, elle ne peut étre réelle.

Définition
Soit M € M, (R). On dit que M est diagonalisable sur R (resp. C) si M est diago-
nalisable et que toutes ses valeurs propres sont dans R (resp. C).

10

m Exemple 13

2 -1 1
La matrice M = | 2 —1 0] est diagonalisable sur C, mais pas sur R.
-1 1 0
2—A —1 1
M — \d = 2 —1-X 0
—1 1 —A
1—-A 0 1—A
~ 2 —1—-A 0
Li+Li+Ls 1 1 \
1—-A 0 0
O3+ Cg—C4 72] 7117 A : :2)\ Les valeurs propres sont donc
1-A 0 0
N 2 -2 —-1-2A
e 1 1-2A
1—-A 0 0
~ * —1-X2 0
Lo<Lo+(1+X)L3 % % 1
les valeurs qui annulent 1 — X\ et —1 — A2, autrement dit
Sp(M) = {1,i,—i}
Il y a trois valeurs propres distinctes et 'ordre de M est trois. Ainsi, M est diagonalisable
dans C, mais pas sur R!

Propriété 8

Soit M € M, (R). X est valeur propre de M (de vecteur propre X,) ssi X est valeur
propre (de vecteur propre X.)

Démonstration :
MX =)\X <+ MX=)X
e MX=2X

Or, comme M est réelle, on a M =M, dot M X =21 X O

f Remarque :

Cette propriété permet entre autres, si on a deux valeurs propres A, A, de ne calculer
qu’un seul espace propre. L’autre s’en déduit simplement par conjugaison.

Commentaires :
La diagonalisabilité va nous servir, par exemple, a calculer les puissances n®™ de

matrices. Il ne faut donc pas s’arréter & la diagonalisation dans R et ne pas hésiter
a se servir des valeurs propres complexes !
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Contre exemple : SI M n’est pas réelle, la propriété ne fonctionne pas.

Exemple : Si M = <(1)

Et avec diagonale 7; —i vecteurs propres
H.'4 Formule de changement de base

1), alors Sp(M) = {1,i} et i n’est pas vap.

On note M € M,,(K). On suppose ici M diagonalisable. On note

U1 Lo Up
* *
P = . . une matrice de vecteurs propres de M

ot * *
A O 0

o - . . .

D= la matrice de valeurs propres de M associée

: . .0
0o ... 0 X\,

oll \; est la valeur propre associée & v;. Notons qu’ici, on ne suppose pas forcément que
les \; sont deuzx & deux distincts.

Alors on a

M = PDP~!

C’est en effet la formule de changement de base classique issue de

Mg = Mg/ (B) Mg Mg(B')
~—~— N Y
M P D p-1

ot B est la base en cours et B’ la base de vecteurs propres.

111 Applications : puissances nemes

Si M est diagonalisable, avec les notations de la partie précédente, on a M = PDP~1!,
Ainsi, si I'on souhaite calculer la puissance n®™e de M, on a

n fois

M" = (PDP~')(PDP~')...(PDP™') = PD"P~!

Or, D" est facile a calculer, puisque

AP0 ... 0
Dn: 0 :
: . -0
0 ... 0 Am

C’est cette stratégie que nous allons tenter d’utiliser dans la suite.

H='1 Suites récurrentes linéaires

On souhaite déterminer de maniére exacte ’expression de u,, sachant que

Uptd = A0UR + A1Up+1 + - - + Gd—1Untd—1

m Exemple 14

Up4+3 = —Up4+2 — Up4+1 — Unp.

e Mise en forme du probléme sous forme de matrice :

Un 42
On pose U,, = | Un41 |, alors
Un,
Un+3 —Up42 — Un41 — Un -1 -1 -1 Un 42
Uny1= | tnye | = Up+2 =11 0 0 Up41
Un+1 Un+1 0 1 0 Unp
-1 -1 -1
ie.| Upy1 = AU,, onA=1[1 0 0 |.On en déduit que
0 1 0
U, =A"U,

Il est donc "trés utile" de pouvoir calculer A", ou au moins la derniére ligne de A™,
grace a laquelle on trouvera u,, en fonction de us, u1, ug, puisque

Un+-2 Uz
n

Un+1 = Un =A Uy

Un Uup

e Diagonalisation de A7

Les valeurs propres de A sont —i,7 et —1, avec

1 1 1
E;,=Vect | =2 |, FE_;=Vect 1 |, FE_1=Vect | —1
-1 —1 1
-1 0 O 1 1 1
Alors A=PDP'ouD=|0 ¢ 0 ]|etP=|-1 —i i
0 0 —2 1 -1 -1

o An

1
Le calcul de P~' donne P~' = > [1+4 2i —1-+4]. Ainsi,
1—2 —21 —1—1

A" = pprpt
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Tout ce qui nous intéresse est la derniére ligne : Si on note M, le point sur lequel on est juste aprés le n®™e saut

1 * * * An41 = PMn:A(Mn—H = A)an, + PMn:B(Mn—H = A)bn + PMw,:C(M"-H = A)en
A" = - * * * bpy1 =P My,.1 =B P Mp+1 =B)b, + P M,41 =B
4 n ” . o . . ‘ nt1 = Pr,=a(Mpi1 = B)an + Py, =p(Mpt+1 = B)bp + Py =c(Mpy1 = B)ey,
2(=1)™ = 2Re(i™(1 +14)) 2Re(—2ii") 2(—1)" —2Re(i"(—1+1)) et = Paroe (Mot = C)an + Par.—(Mysr = C)bp + Par.—c(Mpsr = C)en
1.6 N N Ce qui peut s’exprimer sous forme matricielle
1
A2n = — B3 k
Un = HnUn7
2\ 0 14 (-1 =
N N N an Pry—a(Mpi1 =A) Puy,=p(Mpy1=A4) Pa—c(Myy1=A)
gzt 1 . . . onU, = (b, | et H, = | Prp,—a(Mypy1 = B) Pa,—p(Mpy1 =B) Py —c(M,i = B)
—1— (=1t 2(=1)" —1— (=1t cn Py, —a(Mny1 =C)  Pap,=p(Mni1 =C)  Py—c(Mpy1 = C)
Ainsi, ce qui, avec les valeurs de I’énoncé ici, donne
1 1/2 1/3 1/2
uzn = 5 (1= (=D)™)ug + (1 + (=1)™)up) Yn e N H,=1[1/4 1/3 1/2 Yn e N
) 1/4 1/3 0
i1 = = ((=1 = (=1)"+? 2(—1)" —1— (=1ptt Vn €N
Y2+l 2 (( (=)™ Juz +2(=1)"uw + (=1) )uo) " H,, étant constante en fonction de n, on note H = H,, pour tout n € N et on obtient

U, =H"Uy

_ Il reste a calculer H™ en essayant de diagonaliser !
H:2 Sauts aléatoires par un exemple

. Diagonalisation de H : (exercice)

On suppose qu’une puce se déplace aléatoirement sur les sommets d’un triangle ABC. A

- . les valeurs propres sont
chaque saut, les probabilités sont les suivantes :

1, —1—12(\f7+ 1), %(ﬁ— 1)
e Si la puce est sur A :

la probabilité de rester sur A sur est de 1/2
la probabilité d’aller sur B est de 1/4 4 9 9

la probabilité d’aller sur C' est de 1/4 3 1+ 7 17
5/, \\\ 9 _3_ \ﬁ \/? _3

Il y a trois valeurs propres pour une matrice d’ordre 3. Elle est diagonalisable, avec

et des vecteurs propres associés sont

e Si la puce est sur B :

la probabilité d’aller sur A sur est de 1/3
la probabilité de rester sur B est de 1/3
la probabilité d’aller sur C est de 1/3

[SIE

\
\ \ 1 H" = PD"P~!

3 \ \ ol
|
2 2

e Si la puce est sur C':

la probabilité d’aller sur A sur est de 1/2 c— 2 p. 4
la probabilité d’aller sur B est de 1/2 Q L/ N \} 1 P=[3 1+V7 1-+7
la probabilité de rester sur C' est de 0 . 3 — 3 2 —3-V7 V7-3
on a
4 4
Si on note ay,, (resp.by, ¢,) les probalilités de se trouve sur le point A (resp. B, C) juste . 1 I » )
aprés avoir effectué le n®° saut, on souhaite calculer ces valeurs en fonction de aq, by, cg. P = 36 5— Vi VT 4 VA 4
11 16 2
5+ N A A 4 . 4
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Alors

32 4
| [16+ 100 +ﬁun 16 — 8\, = b 16—8)\n+éﬁun
H" = — | 12-6), {un 12 + 12X, +bfﬂn 12 — 6\, +§}un
8 — 4\, +fun 8—4/\n+fun 8 + 14\, ﬁun
) 1+v7\" (Vi1 vi—1\" 1+v7\"
ouA, =|— + et pn = o
12 12 12 12
Conclusion :

Connaissant H™, on peut déterminer les probabilités d’étre sur n’importe quel point &
I'instant n. Par exemple, si la puce part du point A, alors on a

1
U= 10
0

13

On a
32 4
16—1—10)\ +ﬁ“n 16 — 8\, — Tslin 6 — 8\, +
Un=H"Up = 5 =6\, — ZRpn 12+12), +;} 276>\n+{u7, 0
2
8 — 4)\)\—&-\[#” 8 — 4\, +\/§/in 8 + 14\, \f,un 0
16 + 10N, + n 8+ 5\, + n
_ 1 12 — 6, f: = 6 — 3\ {Z
36 8 — 4\, {" 18 4 — 2)\n f”
- +\ﬁ,un Jr\fﬂn

Ou autrement dit, si la puce part de A, la probabilité aprés le n®™e saut d’étre

W R ()t () ()
en B | est de %7%((7%)"+<%>n)7#((%>n7(71t%ﬁ>n)
"o () (9) ) e (O) - ()
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